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1 Signaux numériques
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1.2 Signaux numériques

Un signal est le support physique d’une information (ex : signaux sonores, visuels)
— signaux continus (analogiques),
— discrets (échantillonnés - sampled),

— numériques (échantillonnés et quantifiés) : digital signal
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FIGURE 1 — numérisation



signal analogique s(t)
0,4 1 o
signal quantifié s ()
021 bruit b(t)
N N P AN N A N N S B W /IAA/I/I
"N'NVN NN U L VT I/Vl)’l/ﬂt
-1 1 2 3 4
b A
-0.4 7

FIGURE 2 — numérisation

Question 1 - Par rapport & un signal analogique, un signal numérique est :

1. plus fidéle a 'information initiale
2. plus robuste au bruit

3. plus durable dans le temps

tension (mV) valeurs binaires
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FIGURE 3 — Signal bruité

1.3 Notation mathématique des signaux discrets

Un signal discret est une liste ordonnée de valeurs réelles ou complexes.
En mathématique, on le représente donc par une suite numérique

(Définition) Une suite numérique (u,)nen est une application de N sur R (ou C). u,, est le terme
général de la suite.

Le terme général sera noté u, ou u(n).

1.4 Signaux élémentaires

— Echelon unité
1 sin>0

0 sinon
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— Signal exponentiel
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— impulsion unité
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1.5 Combinaisons de signaux élémentaires

Considérons I’échelon et I'impulsion unité :



Impulsion unité
T

Echelon unité
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Cherchons & construire u & partir de 9.

Soit ¢ 'impulsion unité, voici le signal &,

signal 5}
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2. 6(1—n)
3. d(n+1)
4. 6(1+mn)

On peut donc écrire
u(n)=0n)+dén—1)+dn—-2)+...

donc

u(n) =>_8(n—k)
k

De méme, le signal exponentiel z(n) = a™ peut s’écrire
z(n) = 6(n) +ad(n — 1) + a*d(n — 2) + ...

soit

z(n) = a*s(n—k)
k

[N]$
INS
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En généralisant, tout signal discret peut s’écrire comme une somme infinie pondérée d’impulsions
unités.
s(n) = agd(n) + a16(n — 1) + agd(n — 2) + ...

ou encore

s(n) = Za;ﬁ(n —k)
k
(notez bien cette équation!)

1.6 Echantillonnage

Revenons sur ’échelon unité :

0 sinon

{1 sin>0
Up =

que l'on peut également écrire comme :

Uy, = U(nTy)
avec
1 1t>0
U(t) = { nre
0 sinon

= u est la version échantillonnée de U.

tension tension

FIGURE 5 — Signal mal échantillonné

Comment choisir la fréquence d’échantillonnage ?

Observons le contenu fréquentiel d’un signal qui ne comporte aucunes fréquences supérieures a f,



A (ampilitude)
A

/
\\/\V/ AP

f (frequency)

Si 'on échantillonne & une fréquence fs, le contenu fréquentiel est répété a chaque fs.

Question 3 - Pour que I'on puisse obtenir un signal échantillonné correct, la fréquence d’échantillonnage

fs doit vérifier :

fs > fm
fs < fm
Is > 2fm
fs <2fm
fs>5fm
fs < 5fm

A e

Lorsque fs < 2fn, les contenus fréquentiels se recouvrent.

................

................

FIGURE 6 — Spectre d’un signal échantillonné

(Théoréme d’échantillonnage de Nyquist-Shannon) La représentation discréte d’un signal par des
échantillons réguliérement espacés exige une fréquence d’échantillonnage supérieure au double de la

fréquence maximale présente dans ce signal
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FIGURE 7 — Claude Shannon (1916-2001)

Egalement inventeur de la machine ultimeﬁ

2 Systémes numériques

2.1 Etude d’un systéme discret simple

(xg) —>® > (V)

<o |

FIGURE 8 — systéme discret simple

Yk = T + ayp—1.  (0)
— C’est une équation aux différences (simple)

— Cherchons & exprimer explicitement (yx) en fonction de (xy)

On a donc
k

Y = Z a "z,

n=—oo

hn:{o sin<0

Reformulons la sortie en posant

a” sin>0

On a donc

oo
Yp = Z hg—nzn

n=—oo

y est le résultat du produit de convolution entre h et x.

4. http://www.instructables.com/id /The-Most-Useless-Machine/
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— h est la réponse impulsionnelle du systéme
— S : systéme linéaire et invariant par translation

— h est suffisant pour entiérement caractériser le systéme S :

h = 5(9)
z(n) = Zakd(n — k)
k

(hy,) est donc la réponse impulsionnelle du systéme.

— Cherchons la réponse a une entrée

zp = 2F
ou z est un nombre complexe fixé.
— Montrons alors que
z
Yk = L.

z—a

z

H(z) =

z—a

est la fonction de transfert du filtre.
— C’est une fonction de la variable z, définie dans le domaine |z| > |al.

— Un calcul analogue au précédent nous donne H en fonction de A :

H(z)= Z hpz"".

H(z) est donc la transformée en z de (h,,), avec

Z[fn]: Z fnz_n-

n=—oo

— quelles sont ses propriétés ?
— quelles sont ses conditions d’existence et de convergence ?

= suites et séries numériques et de fonctions

3 Principales propriétés de la TZ

3.1 Définition

(Définition) La transformée en z d’un signal discret (z,,) est

X(z):Z[fn]: Z fnz_n

n=—oo

ou z est une variable complexe.



— La TZ peut-étre considérée comme une généralisation de la transformée de Fourier (poser z = )
— La T7Z constitue 'outil privilégié pour ’étude des systéme discrets.

— Elle joue un roéle équivalent & la transformée de Laplace

Par exemple, la TZ permet de représenter un signal possédant une infinité d’échantillons par un ensemble
fini de nombres.

3.2 Domaine de convergence

La TZ n’a de sens que si 'on précise le domaine des valeurs de z pour lesquelles la série existe.
Nous montrerons (en Ma3) que le domaine de convergence de X(z) est un anneau du plan
complexe : une TZ converge si
R, < |z| < Ryt

Re[z]

77, région de convergence

FIGURE 9 — Domaine de convergence d’une TZ

3.3 Signaux élementaires

— T7Z de I'impulsion unité

Zop) =1
— TZ de I’échelon unité 1
Z{u,
[un] 1—2z71
— T7Z du signal exponentiel
Z[a"uy) = ia
— TZ de la rampe
z
Zlnuy] = e

3.4 Propriétés

(Linéarité) Soit s, = ax, + by, alors
S(z) = aX(z) +bY (2).

— Quel est le domaine de convergence ? (réponse en Ma3)

(Séquence retardée) Si y, = z,_pn, alors

— En particulier, si y, = x,_1, Y (2) = 271X (2).

10



(Séquence avancée) Siy, = z(n + ng) alors

no—1
Y(z)=2" | X(2) — Z x(p)z~?
p=0
— Z[z(n+1)] = 2(X(2) — z(0)),
— Z(a(n+2)] = 2(X(2) - 2(0) - = a(1))

(Convolution) La convolution discréte étant définie par

S
Tn *Yn = Z Tn—kYn,

k=—o00

la TZ est

3.5 TZ inverse

A partir de la TZ X(z) d'un signal, I'original z,, peut étre retrouvé de plusieurs maniéres :
— en développant X (z) en une série (puissance par exemple)

— en utilisant le théoréme des résidus pour calculer
Ty = L X(z)z”_ldz
A% r

ou I' est un lacet entourant 'origine, situé dans la couronne de convergence et orienté dans le sens

positif.
— par identification des termes (avec éventuellement un formulaire).
Exemple :
1
z7! 1
[6—52*1+z*2] (1)

— Le théoréme des résidus indique que l'intégrale sur un contour fermé C' d’une fonction complexe
holomorphe F'(z) rationnelle vaut

/ F(2)dz = 2im Z Reésidu(p;)
¢ p;eC
ol p; est un podle de F(z).

(Fonction holomorphe = fonction a valeurs complexes, définie et dérivable en tout point d’un sous-ensemble
ouvert du plan compleze.)
si p; est un pole simple : Résidu(p;) = lim,_,p, (2 — p;) F'(2)
. —17__ 1
— Exemple : calcul de Z7 [ —].

11



3.6 Reésolution d’équations aux différences

— Les systémes discrets sont souvent représentés par une équation aux différences.

— Cette équation donne la sortie en fonction des échantillons présents et passés du signal d’entrée, ainsi
que les échantillons passés de la sortie (« mémoire »). Par exemple

y(n) = 2y(n — 1) 4+ 3z(n) — 2z(n — 2). (2)

Dans le cas général, on peut écrire :

N M
Z ary(n — k) = Z bpz(n —m). (3)
k=0 m=0

Donc, en appliquant la TZ a gauche et a droite :

N M
Z anz FY (2) = Z bz "X (2). (4)
k=0 m=0

La résolution de I’équation aux différences, c’est-a-dire 'obtention de y(n), est donc possible en :
— obtenir la TZ de ’équation aux différences,
— manipuler la transformée pour obtenir Y'(z),
— appliquer la TZ inverse pour obtenir y(n).

Exemple : résoudre z,41 = x, + 2 avec xg = 3.
4 Filtres numériques
4.1 Filtres (généralités)
Il existe deux formes élémentaires de filtres numériques, selon leur réponse impulsionnelle :

— Réponse Impulsionnelle Finie (RIF) - Finite Impulse Response (FIR)
— Réponse Impulsionnelle Infinie (RII) - Infinite Impulse Response (IIR)

4.1.1 Filtre RIF

Exemple
Considérons le filtre décrit par I’équation aux différences suivante :

y(n) = 0,25z(n) + 0,5x(n — 1) + 0, 25x(n — 2). (5)
Sa transformée en z est
H(z)=0,2540,52"1 +0,2522 (6)

On peut donc aisément donner un schéma-bloc équivalent & 1’équation aux différences.

12



La sortie y(n) d’un filtre RIF ne dépend que d’un nombre M fini d’entrées x(n — m). Il s’agit d'un

filtre non-récursif.
Son équation aux différence est de la forme

M
y(n) = Z bz (n —m).
m=0
Sa TZ est de la forme
M
H(z)= Z bz ™.
m=0

Il est toujours possible de représenter un tel filtre par un schéma-bloc.

4.1.2 Filtre RII

Exemple
Considérons le filtre décrit par I’équation aux différences suivante :

y(n) = z(n) + ary(n — 1) + azy(n — 2).
Sa transformée en z est

H(z) = .

C l—ajz !t —agz2’

On peut donc aisément donner un schéma-bloc équivalent & I’équation aux différences.

La sortie y(k) d’'un filtre RII dépend
— d’un nombre M fini d’entrées x(k — m).
— et d’un nombre N fini de sorties retardées y(k — n).

Son équation aux différence est de la forme

N M
Z any(k —n) = Z bnx(k —m).
n=0 m=0

Sa TZ est de la forme
M

Zm:O
H(z)==""——
) Yoo nz "

Il est toujours possible de représenter un tel filtre par un schéma-bloc.

bz ™

4.1.3 Comparaison

Filtre RIF

(10)

(11)

(12)

(+) Le délai de réponse est le méme pour toutes les fréquences. La phase d’un filtre non-récursif est
linéaire avec la fréquence. On dit que c’est un filtre linéaire. = Le signal n’est pas dispersé par le

filtrage.

(4) Les filtres non-récursifs sont stables. Leur réponse est finie :
|zn| < 00 = |h*xy,| < o0

(4) Il existe des méthodes simples pour les synthétiser (ie les concevoir).

13
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Filtre RIF

(-) Cher en réalisation. Beaucoup d’amplificateurs et de retards : beaucoup de calculs.

(-) Le retard entre 'entrée et la sortie correspond a la longueur du filtre (nb de coefficients). Ce retard
peut étre long.

Filtre RII
(+) Faible cotit de calcul.

(+) Faible retard. C’est un trés bon outil en communication.
(-) Non-linéarité en phase.
)

Instabilité numérique.

4.2 Fonctions de transfert

Lire Gargour p.129-130 et p.139 (définitions et causalité).

4.3 Réponses fréquentielles

Lire Gargour
— p.161-162 (module, déphasage, retard de groupe),
— p.169-170 (réponse fréq. facteur du premier ordre),
— p.177-178 (réponse fréq. facteur du second ordre) et
— p.180-183 (fonctions de transfert du second ordre).

4.4 Stabilité des filtres numériques

Lire Gargour
— p.140-141 et p.145 (régles de stabilité) et
— p.146-147 (critére et tableau de Jury).

4.5 Représentation par poles et zéros

Considérons H(z) = Z[hy].
— Les poles de H(z) sont les valeurs de z pour lequelles H(z) tend vers 'infini.
— Les zéros de H(z) sont les valeurs de z pour lesquelles H(z) est nul.

— Les poles et les zéros complexes de H(z) sont de la forme o £ if3.

Si X(z) posséde M zéros z, et N poles p,, on peut la mettre sous la forme :

bt biz by ™™
14 aiz 4. 4ayz N
M
Hm:l(z_zm)

ngl (2 — pn)

14



— On peut toujours écrire une TZ sous cette forme, et donc représenter le signal par des listes de poles
et de zéros.

— Exemple :
z
H(z)=Z(a"u,) =
() = Z(a"un) = ——
4.6 Structures de réalisation
Lire Gargour
— p.207-208 (structures de réalisation) et
— p.212-215 (structures canoniques).
Il est possible de considérer la fonction de transfert
M _
b m
H(z) = ZmNZO—mZ (14)
Ym0 @2 "
comme la mise en série de deux systémes :
H(z) = Hi(z)H2(2). (15)

Soit w(k) le signal a la sortie de H;. On montre que

Comme w(k) est également le signal d’entrée de Ha, on a également

M
y(k) =" bpw(k —m). (17)
m=0

En donnant les schéma-bloc de ces deux filtres, on observe que ces deux structures ont un certain
nombre d’éléments de retard (z71) qui peuvent étre mis en commun.
La structure canonique d’un filtre est la réalisation qui posséde un nombre minimum de retards.

5 Quelques filtres RIF

5.1 Filtres RIF dérivateurs

La dérivée d’une fonction s(t) est définie par

df y s(t—l—h)—s(t)'

_ 1
at  nao h (18)

» Pour un signal numérique s(n) la limite n’existe pas. = On ne peut calculer la dérivée d’un signal
numérique.

15



» Mais on peut calculer des différences. Par exemple

A
(n=1) Z(:) = s(n) — s(n — 1) (19)
As(n)  s(n)—s(n—2)
(=2 2L . (20)
» Ces deux différences correspondent & des filtres :
s(n) —s(n —1) ~s % h, avec h = (—1,1) (21)
1 1
s(n) — s(n —2) ~»s % h, avec h = (—5,07 5) (22)
» Comment se comportent ces filtres ?
» En calculant leur fonctions de transfert H(w).
» Montrons que
H;(w) = [2sin(w/2)| (23)
et Hy(w) = | sin(w)]. (24)

» On rappelle (cf Ma3) que l'opération de dérivation se traduit dans le domaine fréquentiel par une
multiplication par —iw. La fonction de transfert est donc :

D(w) = |w|. (25)

Filtres dérivateurs
T T

FIGURE 10 — Comparaison des dérivations

» La dérivation "amplifie" les hautes-fréquences. » La numérisation "embrouille" les hautes-fréquences.

5.2 Filtres de lissage

16



Nous allons nous intéresser aux filtres binomiaux, dont les coefficients sont ceux du polynéme :

=3 (1)t 20

k=0

avec (Z) c = ]M (27)

» les coeflcients ( k) sont obtenus rapidement par le triangle de Pascal :

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
14 6 4 1
1 510 10 51

» Ces coefficients définissent des filtres aux propriétés remarquables.

by = (1;1) (28)
by = (1;2;1) (29)
bs = (153;3;1) (30)

» Ils produisent une réponse analogue a celle du filtre Gaussien, discréte et finie. (mais ce n’est pas une
gaussienne).
» Leur fonction de transfert peut étre rapidement obtenue

» Etude du filtre by = (1;1).
Montrons que

|B1(w)| = 2cos(w/2). (31)
/2
T '0 T
» Etude du filtre by = (1;2;1).
Montrons que
w12
| By (w)| = [2 cos(E)} . (32)

17



A
4—
>
T 0 T g
» On montre de la méme fagon que
4
[Bsw)| = [2cos(5)]
A
167]
w
>
=TT 0 T

» Ces filtres réduisent les hautes-fréquences. Ils correspondent & une opération de lissage.

» Il convient de les normaliser, pour obtenir un gain unitaire.

5.3 Lissage et dérivation

» Il est aisé de vérifier que

b2 :bl*bl
bgzbl*bl*blzbg*bl
bn :bnfl*bl.

» De méme que

hg :hl*bl.

Ce qui permet de mieux comprendre la fonction de transfert Ha(w).

6 Synthése de filtres numériques

6.1 Rappels sur les filtres analogiques

Lire Gargour
— p-241-244
— p.248-251
— P.255-257
— P.264-266
— p.273-278
— p.304-305

introduction et passe-bas de Butterworth),
passe-bas de Tchebycheff),

transformation de passe-bas),

méthode de la réponse impulsionnelle),

méthode de la transformation bilinéaire) et

A~ T~ /N~

transformation de passe-bas de la domaine z).

18
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Passe-bas de Butterworth

Le module de la réponse fréquentielle de la fonction de transfert T'(s) du PB de Butterworth d’ordre
n et de pulsation de coupure §2. est

T(w)| = s (39)

E

—
_l_

~

Plo

Passe-bas de Butterworth

UEEY NN

0.8 N
0.7

06 N\
o
05 W\ n=1
0.4 O\
03 RS

02 NN
A =

0.1 n=a > 00 ~-

o S-Sl QIQ,

0 0.5 1 15 2 25 3 35

C

FIGURE 11 — Module de quelques fx de transfert passe-bas Butterworth

Passe-bas de Butterworth

Tableau T7.21 Fonctions de transfert passe-bas de Butterworth
normalisées. Pulsation de coupure: 1 rad/s.

1
1 _
S+1

1
S*+1.41425+1

1
S*+287 +28+1

1
S*+2.61318° +3.41428* +2.6131S +1

1
S*+3.23618" +5.23618° +5.23615* +3.2361S +1

1
S®+3.8637S° +7.46418" +9.1416S° +7.4641S* +3.8637S +1

Passe-bas de Tchebycheff

Le module de la réponse fréquentielle de la fonction de transfert T (s) du PB de Tchebycheff d’ordre
n et de pulsation de coupure §2. est

To(jQ)] = ! (40)

14 €2C2 (%)

€ € [0,1] est le coefficient d’ondulation, C,, la fonction de Tchebycheff (oscillante) et 2, la pulsation de fin
de bande d’ondulation.

Passe-bas de Tchebycheff

19



FIGURE 12 — Module de quelques fx de transfert passe-bas Tchebycheff

Passe-bas de Tchebycheff

6.2 Filtre RII

‘T(jg )| 0.; (>4

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

QIQ

Tableau T7.2.2  Fonctions de transfert passe-bas de Tchebycheff
normalisées. Bande d’ondulation: 0 < Q < 1 rad/s.
Ondulation de 1 dB (g = 0.5088).

1.9652
$+1.9652

0.9826

$*+1.09778+1.1025

0.4913

S +0.98838% +1.23845+0.4913

0.2456

$* 4095285 +1.45398% +0.74265+0.2756

0.1228

§7+0.9368S8* +1.68888° +0.9744S% +0.58058 + 0.1228

0.06141

$°+0.928258” +1.93088" +1.2021S” +0.93938% +0.3071S + 0.068907

Méthode de la rép. imp. invariante
Considérons la fonction de transfert du premier ordre

H(s) 1 .
S) = — = Wy + Jw
s » P p T JWp

En calculant sa réponse impulsionnelle et en posant ¢t = nTs, on obtient

dont la TZ est

h(n) = TyeP"Tsu(n)

» La réponse H(z) est une approximation de celle de ¢(s)
> Si t(s) est stable (0, < 0), H(2) l'est également (|ePTs| < 1).

Généralisation

Pour une fonction de transfert ¢(s) quelconque :

— Obtenir une décomposition de ¢(s) en éléments simples du premier ordre

— Effectuer la transformation suivante pour chacune des fractions :

1 o T
s—p 1—epTsz—1
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(plus compliqué si la décomposition fait apparaitre des éléments simple du second ordre)
» Exemple : Avec Ts = 0, 05s, obtenir une fonction de transfert causale H(z) a partir de

1

t(s) = GIGT1Y) (45)

Méthode de la transformation Bilinéaire
En comparant transformée de Laplace et TZ :

(et si x(t) vérifie certaines conditions), le passage du domaine S au domaine Z peut se faire par

1
el s = ? In(z). (48)

s

z =

Cette derniére relation (s = 7 In(z))peut s’écrire comme un développement en série :
S

IR

dont on ne conserve que le premier terme

z—1 2
s (ZH), " (50)

2
s = —

T

Géométriquement, on fait correspondre le demi-plan complexe gauche avec le disque unité :

Im {s}

1 Re?z)

6.3 Transformations de fonctions de transfert

Il est possible d’utiliser les relations suivantes pour transformer

» une fonction de transfert du type passe-bas RII

» en une fonction de transfert du type passe-bas, passe-haut, passe-bande ou coupe-bande dont la ou
les pulsations de coupure sont spécifiées.
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Par exemple :

TLL. Transformation passe-bas a passe-bas

. Sin(mm_mmz)
L2 -py 2 a7

7 = p.=
P
1-pz Sin(M)

2

wp;: Pulsation de coupure de la fonction de transfert passe-bas originale.

wpp2: Pulsation de coupure de la fonction de transfert passe-bas requise.

6.4 Filtre RIF

» [l existe principalement trois méthodes :

Fenétrage : on applique une fenétre de taille N au filtre idéal.

Echantillonnage fréquentiel : on utilise la transformée de Fourier discréte inverse depuis une fonction

discréte représentative du filtre et définie en fréquence.

Optimisation : on cherche & minimiser un critére d’erreur entre la courbe du filtre et le filtre idéal.

» Filtre RIF par échantillonnage fréquentiel :

1. On spécifie les caractéristiques souhaitées en fréquence Hg(w) pour 'intervalle —m < w < . (Hg(w)

est 2-m périodique aprés échantillonnage).

2. Les coeflicients du filtre sont donnés par transformée de Fourier inverse :

1 (7 ;
hs(n) = 277/ H(w)e"“dw.

3. On tronque la réponse impulsionnelle du filtre
h(n) = hs(n)wy(n).
4. On controle que l'erreur Hy(w) — H(w) est acceptable
H(w) = Hs(w) * Wi (w).
Passe-bas idéal
» Spécification :

1 —we <w<we

0 sinon

» Montrons que

22
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Passe-bas idéal
» On ne conserve que N échantillons (on traite le cas w = 7/2 :

_ 1sin(nm/2)
hln) = 2 nm/2 wn(n)
1 0<n<N
avec wy(n) = 0 sinon :

» On montre que la fonction de transfert est

H(w) _ Hs(w) % SIH(NCU/Q) e—iw(N—l)/4.

sin(w/2)
Passe-bas idéal
A o—- PR
2 2
W(w)
! N\ yAN \(D
T A\ \_/ | \/ >
—I
A | H(U;\
: V—TE J'[v’-\ : )
Y 2 &

» Troncature temporelle = ondulations en fréquence.

» Pour éviter ces ondulations, on utilise des fenétres plus douces :

23
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» En fréquence :

Fenétre rectangulaire Fenétre de Bartlett

Eop WY B

-l : Wﬂmwﬂaw

0.1 0.2 0. 0.4 0.5 [ 0.1 0.2 0.3 0.4 5
Fenétre de Hanning Fenétre de Hamming
0 0
-20 -20
3 3
-40 -40
2 2
-60 -60
-80 Nna -80
0 0.1 0.4 0.5 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5

0.2 0.3
Fenétre de Blackman

80 An,
0.1

0.2 03 0.4 0.5

» Pour éviter ces ondulations, on spécifie le filtre a ’aide d’un gabarit.

IH(ei?)l IH(ei?)l (dB)
X Q Q
143, 20i0g(14,
o+ 0dB +
1, 20l0g(1-0))| \ X Q
5, T p——————— iogd, T
t t
Q, Q xoQ
a) Gabarit fréquentiel linéaire b) Gabarit fréquentiel en dB

» On spécifie trois zones : bande passante, bande de transition et bande atténuée.
» Et on recherches les coefficients d’une structure connue (Chebyshev, Butterworth, McClellan par
exemple) qui satisfont ces contraintes.

6.5 Conclusion

» Il est possible d’utiliser les toolbozes de Matlab pour effectuer les calculs (analyse et synthése d’'un
filtre).
» Ce qui n’a pas été détaillé (principalement) :
— l’exploitation de la position des pdles et des zéros dans la caractérisation des filtres RII,
— fonctions de transfert usuelles (peigne, & déphasage minimal ou linéaire),
— structures (cascades, paralléles, mixte, en treillis),

» La littérature est vaste sur ce sujet et la recherche active.
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Fonctions
de transfert
et stabilité

41 Introduction

La transformée en Z a fait 'objet d’'une étude générale au chapitre précédent.
Nous étudierons ici plus particulierement la transformée en Z de la réponse
impulsionnelle d’un systeme linéaire invariant dans le temps (SLIT). Ceest la
fonction de transfert de ce systéme. Nous présenterons aussi une méthode
permettant de déterminer si un SLIT est stable, a partir des propriétés de sa
fonction de transfert.

4.2 Fonction de transfert d'un SLIT

Tout systeme linéaire invariant dans le temps (SLIT) peut étre exprimé sous la
forme d’une équation aux différences (EAD) ayant la forme générale suivante:

y(n) = 2 B.x(n—k)+ ) o, y(n—k) (4.2.1)
k=M, k=N

k#0

ou x(n) est le signal d’entrée du systeme et y(n) son signal de sortie.

Si nous appliquons la transformée en Z aux deux membres de I'équation 4.2.1,
nous obtenons alors:

M, N,
Y(z)= 3 Bz " X(2) + D o,z Y(2) 4.2.2)
k=M, k=N,
k#0
ou:
N, M,
Y()|1- Y, oz |=X(2) D, Bz™" 4.2.3)
k=N, k=M,

k#0
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Le rapport H(z) entre Y(z), qui est la transformée en Z du signal de sortie y(n),
et X(z), qui est celle du signal dentrée x(n), est donné par:

H(z = X&) _
X(z) N X
1- z
k%0 @.2.4)

H(z) est la fonction de transfert du SLIT. Il est possible d’obtenir la fonction
de transfert d'un SLIT a partir de 'équation aux différences qui le caractérise
et vice-versa.

H(z) est aussi la transformée en Z de la réponse impulsionnelle h(n) du SLIT.
Ceci découle du fait que la TZ d’un signal d’entrée consistant en une impulsion
x(n) = 8(n) est X(z) = 1. De plus, on remarquera que puisque le signal de sortie
de tout SLIT peut étre obtenu en effectuant le produit de convolution de son
signal d’entrée x(n) par sa réponse impulsionnelle h(n), on a:

¥() = hn)sx(m) < Y() = He) X¢) < H(z) = j{g; 4.2.5)

Les racines du numérateur et du dénominateur d’'une fonction de transfert
telle que H(z) sont respectivement désignées comme étant les zéros et les
poles de cette derniere.
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4.3 Causalité d'un SLIT

La transformée en Z de la réponse impulsionnelle d'un SLIT causal ne peut
comporter aucune puissance positive de z. Donc, dans le cas ou la fonction de
transfert rationnelle H(z) d'un SLIT est telle que | Lim {H(z)} — o, clest-a-dire
si lordre du numérateur de H(z) est supérieur a célui “de son denommateur le
SLIT en question ne peut pas étre causal. Dans le cas contraire, il peut I'étre,
mais ne l'est, comme nous l'avons déja mentionné, que si sa RDC Sétend
du péle de H(z) le plus éloigné de l'origine jusqu’a linfini. On notera que si
Lim n{H(z)} — o, la fonction de transfert possede un pole a z — et par
consequent sa RDC ne peut pas remplir cette condition.
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4.4  Stabilité d'une fonction de transfert d’'un SLIT

La région de convergence (RDC) de la fonction de transfert H(z) d'un SLIT
est définie par:

=C<oo @.4.1)

i | h(n)z™"

n=—co

Un SLIT, dont la réponse impulsionnelle est h(n) et la fonction de transfert
est H(z), est stable §’il remplit la condition suivante:

Y |h(n)|=C<e 4.4.2)

n=—oco

11 découle de la comparaison des équations 4.4.1 et 4.4.2 quun SLIT est stable
si le cercle unité |z| = 1 est inscrit dans la RDC de sa fonction de transfert.

On peut donc dire en résumé qu’un SLIT dont la fonction de transfert ration-
nelle est:

N(z)
H(z) = D) (4.4.3)

est stable si et seulement si sa région de convergence contient le cercle unité
|z| = 1.

De cette condition générale, on peut déduire les deux regles suivantes:

a. La fonction de transfert rationnelle H(z) d'un SLIT causal est
stable si et seulement si tous ses péles sont a l'intérieur du cercle
unité |z| = 1, comme illustré par la figure 4.4.1a.

b. La fonction de transfert rationnelle H(z) d'un SLIT anticausal est
stable si et seulement si tous ses poles sont a I'extérieur du cercle
unité |z| = 1, comme illustré a la figure 4.4.1b.
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A

Im (z) Im (2)

1 X |4

X
X
1 Re(? 1 Re(9)
X X
X

@ (b

Figure 441 (a) Poles situés a lintérieur de |z| =1

(b) Poles situés a l'extérieur de |z| =1
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4.4.1 Racines complexes d’un polynéme du second ordre

Les deux racines complexes 1y 5 de tout polynéme P(z) du second ordre a coef-
ficients réels sont des conjuguées complexes I'une de l'autre. De telles racines
r15 = rlcos®) £ jsin(®)] sont représentées a la figure 4.4.2. Le polynome P(2)
peut étre exprimé en fonction de ses racines comme suit:

P(z) = [z — rcos(0) — jrsin(0)][z — rcos(0) + jrsin(0)]
= 22 = 2rzcos(0) + 12 “4.4.4)

4 Im (2)

)
|/

-0 Re (2)

Y

Figure 4.4.2 Racines complexes d’un polynéme du second ordre
a coefficients réels
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ou r est un nombre positif puisqu’il représente le module de chacune des
racines de P(z), tandis que 8 et —8 sont respectivement les angles de ces racines.

Nous constatons que les deux racines de P(z) se trouvent a 'intérieur du cercle
unité si et seulement si |r| < 1. Elles sont situées a 'extérieur du cercle unité
si et seulement si |r| > 1. Aucune restriction ne sapplique a I'angle 6.
4.4.2 Critere et tableau de Jury
11 est possible de déterminer si toutes les racines du polynéme:

D(z) = anzN +an 1 ZN T L+ az g, an > 0 (4.4.5)

sont a I'intérieur du cercle unité |z| = 1 ou non, a I'aide du critere de Jury qui
requiert ’élaboration du tableau du méme nom.

Avant d’entamer I’élaboration du tableau de Jury, il est toutefois nécessaire de
sassurer que chacune des trois conditions suivantes est remplie:

an > |ao] (4.4.62)
D) >0 (4.4.6b)
DN D(1) >0 4.4.60)

Ces conditions sont nécessaires, mais non suffisantes, pour que toutes les
racines de D(2) soient a l'intérieur du cercle unité. Si 'une ou lautre de ces
conditions n’est pas remplie, les racines de D(2) ne sont pas toutes a I'intérieur
du cercle unité. De ce fait, point n’est alors besoin de poursuivre le test. Si
toutes les conditions préliminaires sont remplies, il faut alors dresser le tableau
de Jury que l'on détaillera plus loin et sassurer que toutes les conditions rela-
tives a ce tableau, données par 'équation 4.4.7, sont elles aussi remplies.

dool>[d], -

Cn—2| >|Co|’ r2| >|r0| @.A4.7)

|bN—1| > |bo|’
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Iélaboration du tableau de Jury, qui comporte 2N — 3 lignes, peut étre effectuée
comme suit:

Tableau de Jury

1 aN aN -1 aN -2 an a1 a0
2 a0 a1 an aN -2 aN -1 aN
3 bN_1 bN_2 bN_3 b1 bo
4 b() b1 bz bN,z bN,1
5 CN -2 CN -3 CN -4 Cp
6 Co c Co CN_2

2N -3 12 11 1o

ou
ANy AN by by .

b, = ,i=0,1,2,..,N=-1,¢, = ,i=0,1,2,...,N=2, etc.
Ay A4 b, b

On remarquera que la derniere ligne du tableau de Jury contient toujours trois
¢éléments.

Si toutes les conditions préliminaires données par les équations 4.4.6 sont
remplies et que toutes les conditions relatives au tableau de Jury données par
les équations 4.4.7 le sont également, on peut alors dire que toutes les racines
de D(2) sont a l'intérieur du cercle unité |z] = 1.

Lensemble des conditions préliminaires données par les équations 4.4.6 et des
conditions relatives au tableau de Jury données par les équations 4.4.7 constitue
ce que 'on nomme le critere de Jury.



Réponses fréquentielles

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre attention se portera sur les réponses fréquentielles des
systémes linéaires invariants dans le temps (SLIT). Puisque le numérateur et
le dénominateur de toute fonction de transfert rationnelle peuvent tous deux
étre décomposés en facteurs du premier ordre a racines réelles et en facteurs
du second ordre a racines complexes, nous nous pencherons plus particuliere-
ment sur le calcul des modules, déphasages et délais de propagation de groupe
de ces facteurs. Nous considérerons par la suite en détail quelques classes
importantes de réponses fréquentielles et les fonctions de transfert dont elles
découlent. Ainsi, nous étudierons les fonctions de transfert de type passe-tout,
celles de type peigne et les fonctions de transfert RIF a déphasage linéaire.

5.2 Réponse fréquentielle d'un SLIT

La réponse fréquentielle d'un SLIT présente en général une grande impor-
tance, et ce, plus particuliérement dans le cas ou le systeme considéré est un
filtre. Nous étudierons donc ici le calcul des modules, déphasages et temps
de propagation de groupe (retards de groupe) des réponses fréquentielles des
SLIT a partir de leurs fonctions de transfert.

5.2.1 Forme générale de la réponse fréquentielle d'un SLIT

La réponse fréquentielle d’un SLIT stable peut étre obtenue en posant, comme
nous 'avons indiqué a la section 3.6, z = ¢/, dans sa fonction de transfert H(z).
Ainsi, la réponse fréquentielle H(el "’) du SLIT est donnée par:

H(e™) = [H(™) [ = Hy(e™) +H, (") (5.2.1)
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ou |H(e’“’)\ d(E), Hr () et Hl(e‘“’) sont respectivement le module, le déphasage,
la partie réelle et la partie imaginaire de H(€'®). De plus, o = QT's = 2nF)Ts
= 2nF/Fs, ou F est la fréquence et T=1/Fs est la période d’échantillonnage.
Toutes ces quantités ont déja été définies au chapitre 1. Les relations suivantes
découlent directement de I’équation 5.2.1:

|H(e™) | = VHA (™) + HE () (5.2.2)

oy 72 Hi(e™)
tan[0(c )]_m (5.2.32)

Aprés simplification des facteurs communs 2 Hy(e®) et Hg(el®), cette derniére
relation peut généralement étre réécrite comme suit pour les valeurs de
différentes de celles qui annulent simultanément Qg (€©) et Qg ()

anf6(c®)]= QI<(‘3 w}) (5.2.3b)
dou:
jo Hl(eim) QI(eim)
) = ar n|l—————|= n|——— .2.
P T [Hue"”)] o [QR@]%] o
Le temps de propagation de groupe (retard de groupe) T(€/®) est défini par:
() = -, (M’(el)) (5.2.5)
dw

et 'on peut démontrer que ce dernier peut étre exprimé sous la forme suivante:

2o = 1, [ QD) = Q'y () Q (") (5.2.60
' Qu(e™) +Qi(e) B

ou:

Q') =M,Q'I<ei“’) _ Q) (5.2.6b)
do do

Les exemples suivants illustrent P'utilisation de ces formules.
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5.3 Réponses fréquentielles des facteurs du premier
et du second ordre

Dans cette section, nous étudierons pour commencer les réponses fréquen-
tielles des facteurs du premier ordre. Il est toujours possible de décomposer
un facteur du second ordre en un produit de deux facteurs du premier ordre.
Toutefois, il est souvent plus avantageux de disposer de formules donnant
directement le module, le déphasage et le retard de groupe de la réponse
fréquentielle des facteurs du second ordre a coefficients réels et a racines
complexes. Nous étudierons donc aussi, par la suite, la réponse fréquentielle
de ces facteurs.

5.3.1 Réponse fréquentielle d’un facteur du premier ordre

Comme nous l'avons démontré 2 la section 5.2.2, le numérateur aussi bien que
le dénominateur de toute fonction rationnelle H(z) peuvent étre exprimés sous
la forme d’un produit de facteurs du premier ordre dont la forme générale est:

F@) = 7z — re? (5.3.0)

ot r et § sont deux quantités réelles. La quantité rel® peut étre un zéro ou un
pole de H(z) selon que F(2) est un facteur du numérateur ou du dénominateur
de la fonction de transfert. Il est évident que r est le module du zéro ou du
pole en question, tandis que O est son argument exprimé en radians. En regle
générale, la quantité r est positive puisqu’elle représente un module. Toutefois,
le fait de lui attribuer une valeur négative revient a ajouter un déphasage de
w rad a l'angle 6.

La réponse fréquentielle du facteur F(z) est F(e?), ou:
F(e®) = e -1 = [cos(m) -r cos(e)]+ j [sin((l)) —r sin(e)]

) : 5.3.2
:FR(elm)"'jFl(e]w) ( )

Le module |F(el®)| de cette réponse fréquentielle peut prendre la forme
suivante:

|F(ejm)| = \/[cos (®) — £ cos(0) ]2 + [sin (®) — rsin (0) ]2 (5.3.3)

dou:

|F(e)| = {1 -2rcos(®—0) +1° (5.3.4)

Largument ¢p(@®) de F®) est donné par:
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E(c) _ Quc™) _ sin(®) — rsin(6)

, , (5.3.5)
(') Qg(e") cos(®)—rcos()

wan [0,.(e'")] =

De la sorte, nous obtenons:

0.(e/®) = arctan {S‘“(“’)_“‘“(e)} (5.3.6)

cos(®) — rcos(0)

Le retard de groupe 1(e®) de F(el”) peut étre formulé comme suit:

TF(ejm) =-T dq)z(;lm)
:_TS[QR<ei“’>Q';<eiZ>—Q;R@O')“’)QI(&“’)J (5.37)
Qr(e™) +Q;(e"™)
donc:
() = -, 1-rcos(w—0) N — l—rcos((nz—e) (53.8)
1-2rcos(®—0)+r |F(eim)|

Les exemples suivants ont pour but d’illustrer la méthode de calcul de la
réponse fréquentielle décrite ici.
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5.3.2 Réponse fréquentielle d’un facteur du second ordre

Tout facteur de second ordre a coefficients réels et a racines complexes peut
étre écrit sous la forme suivante:

G(z) =2 —[2rcos(8)] z +1° (5.3.9)

Les deux racines de G(z) sont des conjuguées complexes 'une de l'autre et se
trouvent toutes deux a une distance r de l'origine. Les angles respectifs de ces
racines sont * 6. La réponse fréquentielle de G(z) est donnée par:

G(e") =¥ —[2rcos(0)] ™ +17 (5.3.10)
ce qui peut se réécrire sous la forme suivante:
G(e™) = Gy(e™) +iGy(e)
= [cos(Z(D) —2rcos(0) cos(m) +t2]+ (5.3.11)

i[ sin(20) — 21 cos(6) sin(w) |

Le module de la réponse fréquentielle de cette fonction de transfert est donné
pat:

‘G( iw)‘ [cos(Zu)) —2r cos(0) cos(m) + r2]2
Y =
+[sin(20) — 2r cos(8) sin(®) |

= 2\/Acos’ (@) + B cos(®) + C

2

— ) +1?cos’(8) (5.3.12)

1
A=1*B=—r(1+r")cos(9), C= (
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Le déphasage de G(e®) est:

d (') = arctan {Ql(ew))} = arctan{ sin(20) 21 cos(B) sin(®) } (5.3.13)

Qp(e™) cos(2m) — 2r cos(B) cos(m) + 1’

Le retard de groupe T (€!), de G(e/®) peut étre obtenu a Iaide de Iéquation 5.2.6
en utilisant:

Q(e®) = cos(2®) — 21 cos(B) cos(®) +1° (5.3.14a)
Qp(e’) = —2[sin(2m) — r cos(8) sin() | (5.3.14b)
Q,(e'®) = sin(2w) — 2r cos(0) sin(®) (5.3.14¢)
Q,(e") =2[ cos(2®) — r cos(8) cos() | (5.3.14d)
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5.4 Fonctions de transfert du second ordre

Nous considérerons ici les réponses fréquentielles de certaines fonctions de
transfert causales et stables du second ordre a péles complexes dont la forme
générale est la suivante:

_ N
H(z) = D) (5.4.12)
D(z) = (z - reie)(z - re_]e) =2 - [Zr cos(e)]z +1° (5.4.1b)

Les racines de D(z) sont les poles de H(z). Le polyndéme D(z) étant un polynéme
du second ordre a coefficients réels, il possede deux racines qui sont des conju-
guées complexes 'une de l'autre. De plus, H(z) étant une fonction de transfert
causale et stable, ses deux pdles sont inscrits dans le cercle unité |z| = 1 du
plan complexe Z. Ces poles sont représentés a la figure 5.4.1.

Nous mentionnerons ici cinq catégories importantes (H1 a H5) de fonctions
de transfert du second ordre caractérisées par leurs réponses fréquentielles
respectives. Ce sont les fonctions de transfert de type passe-bas, passe-haut,
passe-bande, coupe-bande et passe-tout. Le choix du numérateur de la fonc-
tion de transfert du second ordre détermine la catégorie a laquelle appartient
le module de sa réponse fréquentielle.

Im(2)
1
"
. | +0 1
=0 Re (2)

Figure 5.41 Poles complexes d’'une fonction de transfert causale, stable,
du second ordre, 4 coefficients réels H(z) = N(2)/(z> — 2tz cos(8) + 2z?)
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Les fonctions de transfert causales et stables en question sont les suivantes:

2
H,(z) = %, Passe-bas (5.4.2)
V4
(1=2)°
H,(z) = W, Passe-haut (5.4.3)
z
1-2°
H,(z) = D)’ Passe-bande (5.4.4)
z
2
H,(z) = %;“, le| < 2, Coupe-bande (5.4.5)

€ = —2cos(w,), wz est la pulsation de rejet.

2 2
H, (s = 12222 1<0sON ) etout (54.6)
’ D(z)

D(2) est un dénominateur du second ordre, dont les racines complexes sont a
lintérieur du cercle unité |z| = 1. Il est donné par:

D(z) =2 =2tz cos(8) + 17, |t < 1 (5.4.7)

A titre dexemple, les figures 5.4.2a 2 5.4.2¢ représentent les modules des
réponses fréquentielles des fonctions de transfert suivantes:

Ni(z) _ N;(2)

H(z) = =— ,
D(z) 22+0.52+0.25

i=1,2,3,4,5

a. Ni(z) = (1 + 2)® est le numérateur d’une fonction de transfert
passe-bas.

b. Na(z) = (1 — 2)% est le numérateur d’une fonction de transfert
passe-haut.

c. N3(z) = (1 — 2% est le numérateur d’une fonction de transfert
passe-bande.

d. Ny(2) = (22 + 0.7z + 1) est le numérateur d’une fonction de transfert
coupe-bande dont la pulsation de rejet est w, = arcos(—0.35)
= 1.928 rad.

e. N5 = (0.2522 + 0.5z + 1) est le numérateur d’une fonction de
transfert passe-tout.
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09
08
07
06
05
0.4
0.3
02
0.1
% 05 1 15 2 25 3 35 3 35
(a) Passe-bas (b) Passe-haut
Hi(z) = (1 + 2%/(Z* + 0.5z + 0.25) Ha(2) = (1 — 2%/(z* + 0.5z + 0.25)
1 1
09 09
08 08
07 07
06 06
05 05
0.4 0.4
03 03
02 02
0.4 0.1
0 0
0 05 1 15 2 25 3 35 0 05 1 15 2 25 3 35
(c) Passe-bande (d) Coupe-bande

Hy) = (1= A/ + 052+ 025)  Hyls) = (2 + 07z + 1)/ + 0.5z + 0.25)

(e) Passe-tout
Hs(z) = (0.2522 + 0.5z + 1)/(z* + 0.5z + 0.25)

Figure 5.4.2 Modules de différentes fonctions
de transfert du deuxiéme ordre
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On peut démontrer que les paramétres r et cos(®) du dénominateur D(z) d’une
fonction de transfert passe-bande du second ordre de la forme générale donnée
par I'équation 5.4.4, dont le module atteint son maximum a la pulsation oy et
dont l'atténuation est A dB aux pulsations o; et w, telles que Aw = w, — wy,
sont respectivement donnés par:

cos(8) = cos(W,) ,
1- 'Y2 tan’ (Aﬂ)
2 (5.4.8)
1
A
101 -1

Ces expressions de r et de cos(®) sont aussi valables pour une fonction de
transfert coupe-bande du second ordre de la forme générale donnée par I'équa-
tion 5.4.5, dont l'atténuation du module aux pulsations w; et w; telles que
Ao = oy — g, est A dB et dont la pulsation de rejet est w, = wy. Toutefois,
dans ce cas, le paramétre y est donné par:

A

Y=7,=V10" -1 (5.49)

Note: Les relations données par les équations 5.4.8 et 5.4.9 ne sont données ici
que pour permettre une familiarisation rapide avec le comportement fréquen-
tiel de quelques-unes des fonctions de transfert du second ordre de type passe-
bande et coupe-bande. Elles pourront étre démontrées a titre d’exercice au
chapitre 7 a l'aide des notions qui y seront exposées.



Strutures de réalisation

6.1 Introduction

Pour obtenir une réalisation d’'un SLIT discret a partir de la fonction de
transfert qui le caractérise, il faut d’abord générer a I'aide de cette derniere un
algorithme ou structure que 'on peut mettre en ceuvre a l'aide de la techno-
logie appropriée. Une structure correspond a une séquence de calculs qui sont
effectués dans un ordre donné et habituellement a intérieur d’'une période
d’échantillonnage, pour calculer le signal de sortie du SLIT. Une méme fonc-
tion de transfert peut en général étre représentée par plusieurs structures qui
sont équivalentes du point de vue purement mathématique. Chacune de ces
structures correspond toutefois 2 un ensemble différent d’équations aux diffé-
rences (EAD) et elles n'ont donc pas toutes la méme complexité. Les sighaux
a traiter aussi bien que les coefficients de la fonction de transfert d'un SLIT
étant représentés dans toute structure par un nombre fini de bits, ceci entraine
une altération de la réponse en fréquence idéale du systeme. Cette altération
dépend du nombre de bits utilisés ainsi que de la structure mise en ceuvre.
Il s’ensuit que la précision et la rapidité de calcul des différentes structures
réalisant un méme SLIT a I'aide d’une représentation des valeurs des signaux
et des coefficients de la fonction de transfert par un nombre de bits donné
sont en général différentes. Il est donc important de choisir celles qui donnent
les meilleures performances dans le cas considéré.

6.2 Concepts de base

Un SLIT peut étre réalisé, a partir de sa fonction de transfert ou des EAD qui
le caractérisent, a I'aide d’additionneurs, de multiplieurs par une constante et
d’éléments a délai. Les symboles de ces éléments sont respectivement repré-
sentés par les figures 6.2.1a, 6.2.1b et 6.2.1c. Les éléments a délai représentent
chacun un retard d’'une période d’échantillonnage. Nous les désignerons donc
par le terme délai unité.
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On notera que la connexion de tous les éléments requis pour la réalisation
d’un systeme doit étre effectuée de telle sorte que la structure en résultant ne
contienne pas de boucles sans délai. En effet, aucun algorithme ne permettant
le calcul de telles boucles, une structure en contenant ne serait non calculable
et donc irréalisable.

X4(n)

) )
% Y xn) y(n) o— =z —{)(n

X3(n)
@ (b) ©
(a) Additionneur y(n) = xi(n) + x2(n) + x3(0), Y(z) = Xi(2) + Xa(2) + Xs(2)
(b) Multiplicur y(n) = B x(m), Y(z) = PX(2)
(© Délai unité y(n) = x(n — 1), Y() = z7'X(2)

Figure 6.21 Tiléments de base utilisés pour la réalisation des SLIT discrets
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6.3  Structures directes

Les structures directes menent toutes a des réalisations globales des fonctions
de transfert considérées. La figure 6.3.1 représente une structure directe de
forme I de la fonction de transfert:

M

B.z

m

_Y(» _ _am
XDy,

n=1

H(z) 6.3.0)
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x(n) Bo 1 y(n)
[} > > >  —)

'y A A Yz
B4 oy

2 | A A y#
S 2

= = = =7
Br&- 1 ON-1
z! z1
Y A A Y

Bu oN

Figure 6.3.1 Structure directe de forme I, M < N

La figure 6.3.2 représente une structure directe transposée de forme I de cette
méme fonction de transfert. Elle est obtenue par la transposition du graphe
de fluence de la figure 6.3.1. La transposition d’un graphe de fluence consiste
a intervertir les réles du nceud d’entrée et du nceud de sortie et a inverser la
direction de chacune des branches du graphe sans en changer la fonction ou la
valeur. La fonction de transfert du graphe original et celle du graphe transposé
par cette méthode sont identiques.

Notons que les structures directes de forme I ont recours a un grand nombre
de délais unités.

x(n) 1 Bo y(n)
o > > > >0
A Y Y AZ
o4 B1
' A Y Y Az
o2 B2
= = = =
z' A Y Y Az
oN Bm

Figure 6.3.2 Structure directe transposée de forme I, M < N



214  Traitement numérique des signaux

La figure 6.3.3 représente une structure directe de forme II de la fonction de
transfert H(z) de I'équation 6.3.1.

x(n) 1 Bo y(n)
o > > > >—0
A Yz A
2] B1
A yz A

a2 B2
= = =
ON_1 Bum-1
A Y2 A
oN PBm

Figure 6.3.3 Structure directe de forme II, M < N

La figure 6.3.4 représente une structure directe transposée de forme II de la
fonction de transfert de I'équation 6.3.1. Elle est obtenue par la méthode de
transposition décrite plus haut, appliquée a la structure de la figure 6.3.3.

x(n) Bo 1 y(n)
o—> > > >0
Az
Y B4 o4 Y
Az
Y B s Y
= - —
Bu—1 T onot T
Y A Y
P oy

Figure 6.3.4 Structure directe transposée de forme II, M < N
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Le nombre de délais unités de chacune des structures directes de forme II
illustrées aux figures 6.3.3 et 6.3.4 est égal a I'ordre N de la fonction de
transfert. C’est pourquoi elles sont nommeées structures canoniques.



Conception
des filtres récursifs

71 Introduction

La premicre étape de la conception d’un filtre numérique de type RII consiste
a obtenir une fonction de transfert rationnelle causale et stable H(z), dont la
réponse fréquentielle remplit des spécifications données. Les structures qui ont
été étudiées au chapitre 6 peuvent étre ensuite utilisées pour mettre en ceuvre
de facon efficace les équations aux différences du systeme requis.

11 est possible, comme nous le démontrerons plus loin, de transformer une
fonction de transfert t(s) appartenant au domaine S, en une fonction de trans-
fert H(z) correspondante, appartenant au domaine Z, de telle sorte que la
réponse fréquentielle ou impulsionnelle de H(z) soit une approximation de celle
de t(s). On peut donc mettre a profit toute la gamme disponible de méthodes de
conception des filtres analogiques pour obtenir la fonction de transfert H(z)
requise, en utilisant approche suivante:

a. Obtenir une fonction de transfert stable t(s) remplissant les spéci-
fications données.

b. Transformer t(s) en une fonction de transfert stable correspondante
H(z) ayant approximativement la méme réponse fréquentielle (ou
impulsionnelle) que t(s).

Dans ce chapitre, nous présenterons deux méthodes pour obtenir des fonc-
tions de transfert de type passe-bas, passe-haut, passe-bande et coupe-bande
appartenant au domaine S et répondant a des spécifications données. Nous
étudierons ensuite deux méthodes permettant de transformer une fonction
de transfert t(s) donnée en une fonction de transfert H(z) qui lui correspond
conformément au sens défini ci-dessus. Nous démontrerons aussi que si les
fonctions de transfert appartenant au domaine S auxquelles ces méthodes de
transformations sont appliquées sont stables, les fonctions de transfert appar-
tenant au domaine Z quelles générent le sont aussi.
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7.2 Quelques méthodes de conception des filtres analogiques

Comme nous I'avons déja mentionné, le point de départ de toutes les méthodes
de conception des filtres numériques qui seront décrites dans ce chapitre est
'obtention de fonctions de transfert appartenant au domaine S remplissant des
spécifications données. Nous décrirons donc brievement, pour commencer,
deux méthodes permettant d’obtenir de telles fonctions de transfert. Pour
une couverture beaucoup plus complete des méthodes de synthése des filtres
analogiques, il est possible de se référer a 'abondante littérature qui traite de

ce sujet.

7.2.1 Fonction de transfert du filtre passe-bas de Butterworth

Le module de la réponse fréquentielle de la fonction de transfert T(S) du filtre
passe-bas de Butterworth d’ordre n est donné par:

IT(iQ) = ———, Q=21F (7.2.0)

ou I est la fréquence en Hz, Q est la pulsation en rad/s, n est ordre de la
fonction de transfert T(S) et Q. est la pulsation de coupure. Cette derniére
correspond 2 une atténuation de 3dB de la valeur du module de la fonction
de transfert par rapport a sa valeur a2 Q = 0.

La figure 7.2.1 représente le comportement des modules des réponses
fréquentielles des fonctions de transfert passe-bas de Butterworth d’ordre
n=1,2,3, 4,5, en fonction de Q/Qc. Plus l'ordre n de la fonction de transfert
est élevé, plus le module de sa réponse fréquentielle se rapproche de celui du
filtre passe-bas idéal. On notera que pour toutes les valeurs de n:

L

N

[T(0)| = 1.|T(jQ )| = == = 0.707,|T(}Q)|, _ =0 (7.2.2)

Qoo
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Figure 721 Module de quelques fonctions de transfert passe-bas
de Butterworth

Siles spécifications du filtre passe-bas de Butterworth requis sont données par:

S1. Atténuation inférieure ou égale a A, dB a la pulsation Qp dans la
bande passante.

S2. Atténuation égale ou supérieure a Aq dB a la pulsation ©q dans la
bande d’atténuation.

11 est possible de démontrer que I'ordre minimal n, de la fonction de transfert
T(S) = 1/D(S) du filtre passe-bas de Butterworth répondant a ces spécifications,
peut étre calculé a 'aide de la relation suivante:

N L
og ;
10'\‘,,/10 _

p>— 110" =1 (7.2.3)
Q
1 _ 9
p

Les fonctions de transfert passe-bas de Butterworth normalisées T(S) (pulsa-
tion de coupure = 1 rad/s) dordre 1 < n < 6 sont données par le tableau T7.2.1.
Toute fonction de transfert t(s) de méme type et de méme ordre mais dont la
pulsation de coupure est Q¢ peut étre obtenue a I'aide de la relation suivante:

() = T)_, g = T(s/Q) (7.2.4)
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Dans les cas ou la spécification S1 requiert une atténuation exactement égale a

Ap, dB ala pulsation Qp, la pulsation de coupure requise est alors donnée par:
Q

Q =——P (7.2.5)

P A, /10 1/20

107 =1

Dans les cas ou la spécification S2 requiert une atténuation exactement égale
a Ay dB a la pulsation €, la pulsation de coupure requise devient:
Q
Q =—9 (7.2.0)
cq A /10 1/2n
[10%" 1]

Dans les cas ou les spécifications S1 et S2 sont données sous la forme géné-
rale mentionnée plus haut, la pulsation de coupure de la fonction de trans-
fert requise peut alors étre arbitrairement choisie dans la plage de pulsations
définie par:

Q. <Q <Q_ (7.2.7)
n Tableau T7.21 Fonctions de transfert passe-bas de Butterworth
normalisées. Pulsation de coupure: 1 rad/s.
1
‘I PR
S+1
1
2 | o
S*+1.41428+1
1
3 3 2
S® +287+2S+1
. 1
S*42.61318* +3.41428° +2.6131S+1
5 1
S°+3.23618" +5.23618* +5.23618% +3.2361S + 1
6 1
S +3.8637S° +7.4641S8* +9.1416S> +7.4641S* +3.8637S + 1
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7.2.2 Fonction de transfert du filtre passe-bas de Tchebycheff'

Le module de la réponse fréquenticelle de la fonction de transfert T¢(S) du
filtre passe-bas de Tchebycheff d’ordre n est donné par:

1

IT(2) =
1+¢°C’ {Q
Q

, 0<e<1, Q=2rnF (7.2.8)

P
ou Cn(Q) est la fonction de Tchebycheff d’ordre n définie comme suit:

cos[n cos™ (Q)], 0<Q<1

(7.2.9)
cosh[n cosh™ (Q)], Q>1

0 <& =1 estle coefficient dondulation et Qp est la pulsation de fin de bande
d’ondulation. La figure 7.2.2 représente le comportement des modules des
réponses fréquentielles des fonctions de transfert passe-bas de Tchebycheff
dordre n = 1, 2, 3 en fonction de Q/Q,..

1. On trouve dans la littérature plusieurs autres graphies pour ce nom dont Tchebychev,
Chebyshev, Chebychev, Tschebyscheff et Tchebyscheff.
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Figure 7.2.2 Modules de quelques fonctions de transfert passe-bas
de Tchebycheff

On notera que:

a. Pour toute valeur de n, il existe deux bandes de pulsations distinctes:
la bande d’ondulation et la bande d’atténuation. L.a bande d’ondu-
lation s*étend de la pulsation zéro a la pulsation de fin de bande
d’ondulation €2,,. I.a bande d’atténuation s%tend de la pulsation
aQ — oo,

b. Le nombre d’extremums (les maximums et minimums) qui se
trouvent dans la bande d’'ondulation est égal a I'ordre n de la fonc-
tion de transfert. Le premier de ces extremums est a = 0.

c. La valeur du module de la fonction de transfert de Tchebycheff a
Q= Qp est donnée par:

1

|T<iﬂp)| s (7.2.10)
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d. Les valeurs du module de la fonction de transfert a la pulsation

€ = 0 sont:
1, n impair
[T(j0)[ =y __1 . (7.2.11)
n pair
1+¢

Si les spécifications d’un filtre passe-bas de Tchebycheff sont données par:
S1. Ondulation de A, dB dans la bande dondulation 0 < Q < €,

S2. Atténuation supérieure 2 Ay dB a la pulsation Qq dans la bande
d’atténuation.

On peut démontrer que l'ordre minimal n de la fonction de transfert
T(S) = K/D(S) du filtre passe-bas de Tchebycheff répondant a ces spécifications
peut étre calculé a 'aide de la relation suivante:

A, /10
10+ -1
COSI’171 OA‘W
1077 =1
> (7.2.12)

n >
S|
cosh™'{—%
Q
p

On notera que la relation entre 'amplitude A, dB de l'ondulation du module de
la fonction de transfert dans la bande d’ondulation et la valeur du coefficient
d’ondulation & est donnée par:

g=~10"" 1 (7.2.13)

Les fonctions de transfert de Tchebycheff passe-bas normalisées T(S) (pulsa-
tion de fin de bande d’ondulation: 1 rad/s) dordre 1 < n < 6 sont données par
le tableau T7.2.2 dans le cas ou 'amplitude de 'ondulation est de 1 dB. Les
fonctions de transfert t(s) dordre n et de méme amplitude d’ondulation, mais
dont la pulsation de fin de bande d’'ondulation est €, peuvent étre obtenues
a I'aide de la relation suivante:

((s) = T(s / Q) (7.2.14)

ou Qp est la pulsation requise de fin de bande d’ondulation.
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Tableau T7.2.2 Fonctions de transfert passe-bas de Tchebycheff
n normalisées. Bande dondulation: 0 < Q < 1 rad/s.
Ondulation de 1 dB (¢ = 0.5088).

. 1.9652

S+1.9652
) 0.9826

$+1.0977S+1.1025
3 0.4913

S +0.98835% +1.2384S +0.4913
. 0.2456

S*+0.95288% +1.4539S8% +0.7426S + 0.2756
5 0.1228

S*+0.9368S" +1.6888S* +0.97448* +0.58055+ 0.1228
6 0.06141

S®+0.928255° +1.9308S" +1.2021S* + 0.93935* + 0.3071S + 0.068907

La pulsation de coupure Q. pour laquelle la valeur du module de la fonction
de transfert passe-bas de Tchebycheff est de 3 dB inférieure a sa valeur maxi-
male est donnée par:

Q. =, cosh |:1cosh1 (i]] (7.2.15)

n
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7.2.3 Transformation des fonctions de transfert

11 est possible de transformer les fonctions de transfert passe-bas du domaine
S en fonctions de transfert passe-haut, passe-bande ou coupe-bande a I'aide
des relations de transformation données ci-dessous.

Dans ce qui suit, la variable complexe indépendante de la fonction de trans-
fert passe-bas normalisée est S, tandis que celle de la fonction de transfert
passe-haut, passe-bande ou coupe-bande obtenue par transformation est s. On
utilisera S = jQ et s = jQ' pour passer au domaine fréquentiel.
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On notera qu'une fonction de transfert passe-bas de Butterworth est considérée
comme étant normalisée lorsque sa pulsation de coupure est égale a I'unité,
tandis qu’une fonction de transfert passe-bas de Tchebycheff est considérée
comme étant normalisée lorsque sa pulsation de fin de bande d’ondulation
est égale a 'unité.

TR1. Transformation passe-bas a passe-haut

Q' Q'
S=—2 Q=——4
s Q'

(7.2.16)

Toute pulsation telle que Q de la fonction de transfert passe-bas correspond
a une pulsation Q' de la fonction de transfert passe-bande.

Les pulsations £ Q', de la fonction de transfert passe-haut correspondent
respectivement aux pulsations unités + 1 rad/s de la fonction de transfert
passe-bas normalisée.

TR2. Transformation passe-bas a passe-bande

2 2
s+ Q"
Bs

Q’-Qn

S= ,B=Q' -0 07=0" Q' Q=

p2’

(7.2.17)

pl>

Q'y est la pulsation dite centrale de la fonction de transfert passe-bande.

Toute pulsation telle que Q de la fonction de transfert passe-bas correspond
a une pulsation Q' de la fonction de transfert passe-bande.

Les pulsations Q' et +Q',; de la fonction de transfert passe-bande corres-

ondent respectivement aux pulsations + 1 rad/s de la fonction de transfer
pondent respect t Isat 1 rad/s de la fonction de transfert
passe-bas normalisée.

TR3. Transformation passe-bas a coupe-bande

Bs 1 1 2 _ ' 1 _ BQ'
stz+Q.3’B:Qp2_Qp1,Qo—Qplgpz,g—w (7.2.18)

€’y est la pulsation dite centrale de la fonction de transfert coupe-bande.

Toute pulsation telle que Q de la fonction de transfert passe-bas correspond
a une pulsation Q' de la fonction de transfert passe-bande.
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Les pulsations £Q';; et +Q', de la fonction de transfert coupe-bande corres-
pondent respectivement aux pulsations de + 1 rad/s de la fonction de transfert
passe-bas normalisée.

Les relations énoncées ci-dessus peuvent ¢tre utilisées pour obtenir des fonc-
tions de transfert de type passe-haut, passe-bande ou coupe-bande dont les
caractéristiques remplissent des spécifications données. Pour atteindre ce but,
la procédure suivante peut étre utilisée.

a. Transformer les spécifications données pour le module de la réponse
fréquentielle de la fonction de transfert passe-haut, passe-bande ou
coupe-bande requise, en spécifications du module de la réponse
fréquentielle d’'une fonction de transfert passe-bas normalisée
correspondante, a I'aide des transformations TR1 a TR3.

b. Calculer cette fonction de transfert passe-bas normalisée, a partir
des spécifications obtenues en 4) qui caractérisent le module de sa
réponse fréquentielle, a I'aide des méthodes décrites aux sections 7.2.1
et 7.2.2.

c. Obtenir la fonction de transfert requise en transformant, selon le
cas considéré, la fonction de transfert passe-bas normalisée obtenue
en /) en fonction de transfert passe-haut, passe-bande ou coupe-
bande, en ayant recours aux transformations TR1 a TR3.
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7.3  Meéthode de la réponse impulsionnelle invariante

Nous décrirons ici une méthode permettant d’obtenir une fonction de trans-
fert H(z) (appartenant au domaine Z), ayant approximativement la méme
réponse impulsionnelle que celle d’une fonction de transfert t(s) (appartenant
au domaine S) donnée. La réponse fréquentielle de H(z) est donc elle aussi
approximativement la méme que celle de t(s).
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Considérons, pour commencer, la fonction de transfert t(s) du premier ordre:

1
t(s)=——,p=0,+j0, (7.3.1)
s—p

La réponse impulsionnelle de cette fonction de transfert est donnée par:

e t20

h,(t) = ePu(t) = 0 ’ (7.3.2)

t<0

>

Sila période d’échantillonnage est T et que L'on pose t = nTs dans l'expres-
sion de h,(t) aprés I'avoir multipliée par T, on obtient alors la forme discrete
suivante de cette réponse impulsionnelle. Pour alléger I'écriture, nous écrirons
h(n) au lieu de h(nTy).

h(n) = Tee™ u(n) (7.3.3)

La transformée en Z, H(z), de h(n) est donnée par:

T

Tg, -1
PsZ

HEz) =+ (7.3.42)

On peut donc dire que:

a. La réponse impulsionnelle du systéme dont la fonction de transfert
est H(z) est approximativement la méme que celle du systeme dont
la fonction de transfert est t(s).

b. Si t(s) est stable, cest-a-dire si 0,< 0, alors H(z) est stable aussi
puisque dans ce cas, le module |eP's| du pole de H(z) est a 'intérieur
du cercle unité. En effet:

|epT5| — e(6p+jwp)TS

o, T
:ePS

<1 (7.3.4b)

Il est donc possible d’utiliser la méthode décrite ci-dessous pour trans-
former une fonction de transfert appartenant au domaine S donnée en une
fonction de transfert appartenant au domaine Z, ayant approximativement
la méme réponse impulsionnelle et, par conséquent, approximativement la
méme réponse fréquentielle.

a. Obtenir une décomposition en fractions partielles du premier ordre
de la fonction de transfert analogique t(s).
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b. Effectuer la transformation suivante pour chacune de ces fractions
partielles:

L

T -1
s—p 1-ePby

(7.3.5)

c. Dans les cas ou le dénominateur de la fonction de transfert t(s)
comporte des facteurs du deuxieme ordre a racines complexes,
il peut étre avantageux d’avoir recours a la relation suivante qui
découle directement de la relation de base de I’équation 7.3.5.

Ty, — 27 le ™o |:c1 cos(YTS)+ (Clcy_co)sin(ﬂs)]

cstc

(7.3.62)
sz+d]s+dO 1-27""e™ 8 COS('YTS)+2726726T5
o=t 4 dn_d_f (7.3.6b)
2 4

Lapplication de la transformation décrite ci-dessus a une fonction de transfert
t(s) (appartenant au domaine S) génére une fonction de transfert H(z) (appar-
tenant au domaine Z), ayant la méme réponse impulsionnelle que celle de t(s).
11 faut toutefois noter que la réponse fréquentielle de H(z) ne sera une bonne
approximation de celle de t(s) que si la réponse fréquentielle de t(s) est limitée
a la plage de fréquences définie par |F| < Fs/2, ou Fg désigne la fréquence
d’échantillonnage utilisée. En effet, la réponse fréquentielle de H(z) est formée
par la répétition périodique a intervalles fréquentiels Fg de celle de t(s). Il s’en-
suit que si cette derniere sétend au-dela de la fréquence Fg/2, il en résultera
nécessairement une distorsion de la réponse fréquentielle de H(z) par rapport
a celle de t(s) en raison du chevauchement de ces répétitions. L.a méthode de
la réponse impulsionnelle invariante ne convient donc pas 4 la transformation
des fonctions de transfert du type passe-haut. Elle ne convient pas non plus
aux fonctions de transfert multibandes. Elle donne toutefois de bons résultats
pout les fonctions de transfert de types passe-bas et pour certaines fonctions
de transfert de type passe-bande. En pratique, si I'atténuation du module de
la réponse fréquentielle de t(s) est de I'ordre de 40 dB ou plus a la fréquence
Fg/2 par rapport a sa valeur maximale, la distorsion due aux chevauchements
est négligeable et la réponse fréquentielle de H(z) est tres proche de celle de
t(s). Dans ce qui suit, toutes les conditions requises, pour que la méthode de
transformation que nous venons de décrire génere des fonctions de transfert
numériques ayant les mémes réponses impulsionnelles que celles dont elles
découlent, sont supposées étre remplies.
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7.4  Transformation bilinéaire

Nous présenterons ici une méthode permettant de transformer une fonction de
transfert appartenant au domaine S telle que t(s) en une fonction de transfert
H(z), appartenant au domaine Z et ayant approximativement la méme réponse
fréquentielle que celle de t(s).
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La transformée de Laplace X (s) d'une fonction continue x(t) est définie par:

L{x(0}=X,(s) = [ x(pede (7.4.1)

—oo

La transformée en Z de la version discréte x(nT') de x(t), ou n est un entier
positif ou négatif et T est la période d’échantillonnage, est donnée par:

Z{x(aT)} = X(z) = i x(n'Ty) 2 " (7.4.2)

n=—co

11 est possible de démontrer a partir des équations 7.4.1 et 7.4.2, que si la fonc-
tion x(t) répond a certaines conditions que nous supposerons remplies ici, le
passage du domaine S au domaine Z peut se faire selon la relation suivante:

z=e"

o= Tiln@ (7.4.3)

S

La fréquence d’échantillonnage Fs = 1/Ts doit étre égale ou supérieure a la
fréquence de Nyquist.

La relation de 'équation 7.4.3 peut étre réécrite, sous certaines conditions que
nous supposerons respectées ici, sous la forme d’un développement en série
infinie comme suit:

2 (z—l)+1(z—1)2+1 (2—1]3+
§ = _ ee
Ty \z+1 3\z+1 5\z+1 (7'4'4)

Silon ne conserve que le premier terme de cette série, on obtient une approxi-
mation dénommée la transformation bilinéaire (TB) qui est définie comme
suit:

szx(z_l),xzi (7.4.5)

z+1 T

11 peut étre avantageux, dans certains cas, de redéfinir autrement la valeur de
la constante A.

Si Pon pose s = ¢ + jQ et z = rel®, r > 0 dans ’équation 7.4.6, lon obtient:

*-1 2rsi
ozx(‘z Q= —m0 (7.4.6)
14+2rcos®+r 1+2rcos®+r
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Ou inversement:

2 2
. /% ®=an" (x?o)+ an”! (rgc) (7.47)

Ainsi, selon les équations 7.4.6 et 7.4.7, pour toute valeur de €, la TB définie
par I’équation 7.4.5 donne pour r > 0:

6>0er>1
6=0cr=1 (7.4.8)
0<0er<li

On peut déduire de I'analyse détaillée des équations 7.4.6 et 7.4.7 que la trans-

formation bilinéaire fait correspondre, comme illustré par la figure 7.4.1:

a. Le demi-plan complexe gauche (Ref{s} < 0) du domaine S, a
Pintérieur du cercle unité |z| =1 du plan complexe Z.

b. I’axe imaginaire s = jQ du plan complexe S, au cercle unité |z|=1
du plan complexe Z.

c. Le demi-plan complexe droit (Re{s} > 0) du domaine S, a lextérieur
du cercle unité |z| =1 du plan complexe Z.

Im {s} Im {z}

1 ReTz}

1
-
|

>
Re {s

-

Figure 741 Correspondance, entre le demi-plan complexe gauche
(Re{s} < 0) et I'intérieur du cercle unité |z| = 1 du plan complexe Z,
donnée par la transformation bilinéaire

Par conséquent, 'application de la TB a une fonction de transfert t(s) causale
et stable du domaine S donne toujours une fonction de transfert H(z)
causale et stable du domaine Z. C’est une propriété tres importante de cette
transformation.
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Dans cette section, les symboles Q, Q' et Q représenteront des pulsations
analogiques (domaine S) tandis que le symbole Q représentera des pulsations
numériques (domaine Z).

Pour étudier la réponse fréquentielle résultant de I'application de la TB, utili-
sons les équations 7.4.9 donnée ci-dessous dans ’équation 7.4.5:

s =jQ,z=¢? (7.4.9)

Nous obtenons alors:

JP-1 2 e)w/Z _e—]w/Z 2 ((D)
— tan

2
Q=—— = = — =j— —
T e’(0 +1 T e’m/2 +e /2 Ty 2 (7.4.10)
Donc:
Q
inmn(g)(—)(JJ:Z mnfl( TS)
Too\2 2 (7.4.11)
En utilisant la relation:
0=21- = QT
5 (7.4.12)
Dans Iéquation 7.4.11, on obtient avec A = 2/T;:
szran( ‘)Hflzzmnl(gn)
. . 2 (7.4.13)

Cette relation entre Q et Qest illustrée par la figure 7.4.2 pour A = 1.
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Q
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Figure 74.2 Relation entre Q et Q pour A = 1

On observe que les bandes de fréquences By, B, et B3 de Q qui sont toutes
les trois de méme largeur génerent respectivement les bandes de fréquences
B';, B et B's de © dont les largeurs respectives diminuent avec la fréquence.

Ce comportement illustre 'effet de la transformation bilinéaire sur la réponse
fréquentielle des fonctions de transfert analogiques auxquelles on I'applique.

Dans le cas ou:

Q T 1. FE E n
ZCmax S | _ | pppomax | _ [ Zmax <7HFS>5Fmﬂx
2 2 F K )5 (7.4.14)

Cest-a-dire pour une fréquence d’échantillonnage F; beaucoup plus grande
que la fréquence la plus élevée Fy,¢ présente dans le signal, et en utilisant

l'approximation des petits angles donnée par sin() = tan®) =6, cos@®) =1
dans P'équation 7.4.13, on obtient:

Q=Q (7.4.15)
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On remarque donc que plus la fréquence d’échantillonnage est supérieure a
la fréquence la plus élevée présente dans le signal, c’est-a-dire plus le rapport
F,/F augmente, plus la qualité de Papproximation en fréquence fournie par
la TB saméliore.

Lapplication de la TB a une fonction de transfert appartenant au domaine S
telle que t(s) peut donc étre représentée par la relation suivante:

2

z—1
t(s) = t(k(m)] =H(z), A= i (7.4.16)

Ce qui, dans le domaine fréquentiel, correspond a:

)
ol o)
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7.7 Transformation des fonctions de transfert du domaine Z

11 est possible d'utiliser les relations données ci-dessous pour transformer une
fonction de transfert passe-bas de type RII donnée appartenant au domaine Z,
en fonction de transfert passe-bas, passe-haut, passe-bande ou coupe-bande
dont la ou les pulsations de coupure sont spécifiées.

TLL. Transformation passe-bas & passe-bas

sin Oyp; = Oppy
_ 2 —p 2
7 = L b, = (77.1)
L=pyz in (w]
2

orp1 : Pulsation de coupure de la fonction de transfert passe-bas originale.

orp2: Pulsation de coupure de la fonction de transfert passe-bas requise.
TLH. Transformation passe-bas a passe-haut
- COS((DLP;(DHP)
722 TPy (77.2)

= T Pu=
1
1+pyz COS(wTP_wHI’)
2
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wpp: Pulsation de coupure de la fonction de transfert passe-bas originale.

wpyp: Pulsation de coupure de la fonction de transfert passe-haut requise.

TLB. Transformation passe-bas & passe-bande
L2 2p,p, | P2 -1
p,+1 p,+1
pz_l 272 2p1pz 2 41
p,+1 p,+1

(O] +0
cos( szz Bpl)
Opp, — O [0S
Y P = cot(i}sp2 bl ) tan(

P, = = —) (7.7.3b)
COS(mBPZ wBPl) 2

z' = (7.7.32)

2
2

wpp: Pulsation de coupure de la fonction de transfert passe-bas originale.

wpp : Pulsation de coupure inférieure de la fonction de transfert passe-bande
requise.

wpp2: Pulsation de coupure supérieure de la fonction de transfert passe-bande
requise.

TLS. Transformation passe-bas a coupe-bande
Z—z_( 2p, ]Z—1+(1_sz
_— p,+1 1+p,
(1 _PzJZz _( 2p, JZI 1
1+p, 1+p,

COS((DBSZ + O‘)BSl J
— 2z J,. mn(i“’m 5 Dosy ) mn(%) (7.7.4b)

Py =
O, — O
cos| Los2 BS1
2

(7.7.42)

wrp: Pulsation de coupure de la fonction de transfert passe-bas originale.

wps1 : Pulsation de coupure inférieure de la fonction de transfert coupe-bande
requise.

wpsz: Pulsation de coupure supérieure de la fonction de transfert coupe-bande
requise.



